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Einleitung. 

Die  Anregung  zu  vorliegender  Arbeit  erhielt  ich  durch 
Herrn  Professor  Dr.  W.  L u d w i g in  seinem  Seminar  über  höhere 
Geometrie,  das  sich  mit  den  Transformationen  der  Flächen 
11.  Grades  beschäftigte,  die  einer  Fläche  II.  Grades  umschrieben 
sind  und  als  Kugeln  eines  nichteuklidischen  Raumes  aufgefaßt 
werden  können.  Diese  Transformationen  haben  auf  die  hier 
abzuleitenden  Berührungstransformationen  des  euklidischen  Kugel- 
raumes zunächst  aufmerksam  gemacht.  Den  Gedankengang  der 
hierauf  fußenden  Herleitung  dieser  Berührungstransformationen 
gebe  ich  in  § 5 kurz  wieder. 

Die  Arbeit  selbst  schlägt  aber  nicht  den  Umweg  über  die 
nichteuklidische  Geometrie  ein,  sondern  entwickelt  alle  Berührungs- 
transformationen der  Kugeln  aus  einer  speziellen,  die  kürzlich 
Herr  A.  F.  Fischer  in  seiner  Dissertation  angegeben  hat.  Die 
Transformationen  werden  rein  geometrisch  behandelt.  Wir  fordern 
darum,  daß  reellen  Gebilden  auch  wieder  reelle  Gebilde  entsprechen. 
Andrerseits  sollen  die  Transformationen  in  ihrer  vollen  Erstreckung 
über  den  Raum  und  in  ihrer  vollen  Vieldeutigkeit  untersucht 
werden.  Dabei  möge  der  Gruppenbegriff  für  mehrdeutige 
Transformationen  dahin  präzisiert  sein,  daß  die  Aufeinanderfolge 
zweier  solcher  Transformationen  in  lauter  Transformationen 
zerfallen  soll,  die  in  der  Gruppe  enthalten  sind. 

Meinem  hochverehrten  Lehrer,  Herrn  Professor  Dr.  W.  Ludwig, 
spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  für  das  Interesse,  das  er 
meinen  Untersuchungen  entgegenbrachte,  und  für  die  Ratschläge, 
durch  die  er  die  Arbeit  immer  wieder  förderte,  meinen  herzlichsten 
Dank  aus.  Großen  Dank  weiß  ich  auch  Herrn  Professor 
Dr.  G.  K o w a 1 e w s k i für  die  Uebernahme  des  Korreferats. 


§ 1.  Die  „einfachen“  Transformationen  5*- 

In  seiner  Dissertation1)  wird  Herr  A.  F.  F i s c h e r schließlich  zu 
einer  Berührungstransformation  der  Kugeln  geführt,  die  wir  so 
beschreiben  können  : 

Ti,  IA»,  T3  seien  drei  konzentrische  Kugeln  mit  den  Radien 
ri,  r2,  r3  .==  ] D . r2.  Fi  sei  der  reelle  Repräsentant  einer 
konzentrischen  Kugel  mit  rein  imaginärem  Radius,  der  Haupt- 
kugel einer  Transformation  durch  reziproke  Radien,  die  eine 
Paarung  der  Punkte  im  Raume  erzeuge.  Jedem  solchen  Punkte- 
paar X,X  soll  dann  die  Kugel  £ zugeordnet  sein,  deren  Mittel- 
punkt Y der  Mittelebene2)  zu  XX  in  der  durch  das  Polarsystem 
von  r3  bestimmten  Korrelation  entspricht  und  die  Fg  diametral3) 
schneidet. 

Aus  dieser  Transformation  soll  nun  die  ganze  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  hergeleitet  werden,  die  den  Körper 
der  Kugeln  invariant  lassen.  Hierzu  genügt  schon  ein  besonders 
einfacher  Fall  der  Fische  r sehen  Transformationen.  Wir  wollen 
diese  als  „einfache  g- Transformation"  mit  dem  Symbol  3*  so 
einführen : 

Gegeben  sei  eine  Kugel  (C I x)  als  reeller  Stellvertreter  der 
„Hauptkugel  r”  der  J*.  (Clx)4)  diene  uns  gleichzeitig  als  die 

Kugeln  Ti,  rg,  T aber  als  Kugel  Ts  der  Fi  sch  ersehen 
Transformation.  Die  auf  r gegründete  Transformation  durch 
reziproke  Radien,  die  wir  durch  $Kr  symbolisieren,  erzeugt  dann 
die  Paarung  der  Punkte,  während  das  Polarsystem  von  F die 

x)  A.  F.  F i s c h e r,  Synthetische  Untersuchungen  über  doppel- 
seitige Punkt-Kugeltransformationen  — Dresden,  1920^  Seite  17. 

2)  d.  i.  die  Ebene,  die  im  Mittelpunkt  von  XX  auf  XX 
senkrecht  steht. 

3)  Der  gemeinsame  Kreis  von  Ts  und  3 soll  in  einer 
Durchmesserebene  der  Ta  liegen. 

4)  Eine  Kugel  mit  dem  Zentrum  M und  dem  Radius  r heiße 
künftig  (M  I r). 
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Korrelation  zwischen  der  Mittelebene  eines  Punktepaares  und 
dem  Zentrum  der  zugeordneten  Kugel  hervorruft,  g*  unterscheidet 
sich  dann  von  den  Fisch  ersehen  Transformationen  durch 
eine  Spieglung  am  Punkte  C ; sie  ist  also  auch  eine  Berührungs- 
transformation der  Kugeln.  Berücksichtigt  man  noch,  daß  die 
Punkte  X,X  und  die  zugeordnete  Kugel  E im  Büschel  liegen, 
dem  auch  r angehört,  so  ergibt  sich  folgende 

Definition:  5*  ist  eine  Berührungstransformation 
der  Kugeln.  Ihre  Hauptkugel  F besitzt  den  reellen 
Mittelpunkt  C und  den  rein  imaginären  Radius  ix. 
5*  ordnet  den  in  9lr  gepaarten  Punkten  X,X  die 
Orthogonalkugel1)  E zu  r zu,  die  dem  Büschel 
(X,F)2)  angehört. 

Hieraus  folgen  dann  leicht  weitere  Eigenschaften  der  5*: 

1.  Die  Punkte  der  r entsprechen  in  5*  sich  selbst. 

2.  Den  Punktepaaren  einer  Durchmesserebene  8 der  F 
entsprechen  in  g*  Kugeln  durch  die  beiden  Punkte  D,D,  in  denen 
der  zu  8 senkrechte  Durchmesser  der  F deren  reellen  Stellvertreter 
durchstößt. 

3.  Jede  Durchmesserebene  8 der  F geht  also  durch  g*  in 
zwei  Diametralpunkte  D,D  auf  dem  reellen  Stellvertreter  der  F über. 

Man  beweist  auch  leicht  die  Umkehrungen: 

4.  Jede  Orthogonalkugel  K zu  r wird  in  die  beiden  Nullkugeln 
des  Büschels  (K,F)  übergeführt. 

5.  Zwei  diametral  gegenüber  liegende  Punkte  des  Repräsen- 
tanten der  F ge!\en  durch  g*  m die  zu  ihrer  Verbindung 
senkrechte  Durchmesserebene  der  r über. 

Die  Kugeln,  die  einer  beliebigen  Kugel  K zugeordnet  werden, 
liegen  im  Büschel  (K,r)  und  haben  darum  ihr  Zentrum  auf 
dem  gemeinsamen  Durchmesser  d von  K und  \\  Außerdem 
müssen  sie  die  beiden  Kugeln  Ei,  Z2  berühren,  die  durch  g*  aus 
den  Durchstoßpunkten  ■X1,X2  von  d mit  K hervorgehen.  Unter 
den  beiden  möglichen  Kugelpaaren  wählt  man  das  richtige,  wenn 
man  noch  aus  C eine  Tangentialebene  an  K legt.  Sie  liefert 

!)  Jede  Diametralkugel  des  reellen  Stellvertreters  schneidet 
nämlich  die  Kugel  F selbst  orthogonal. 

2)  Das  durch  zwei  Kugeln  Ki,  K*  bestimmte  Büschel 
heiße  (Kj,  Kg). 
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Konstruktion  der  5* 

(Die  Figur  stellt  den  Schnitt  mit  einer  Durchmesserebene  der  Hauptkugel  dar) 
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durch  g*  transformiert  Punkte,  die  auf  den  Durchdringungs- 
linien der  gesuchten  Kugeln  mit  dem  reellen  Repräsentanten 
von  T liegen.  Diese  Kugeln  werden  von  d in  Punktepaaren 
P^Pg  bezw.  P„Pä  getroffen,  die  einander  in  3tr  entsprechen,  sodaß 
auch  die  Kugeln  selbst  durch  3tr  in  einander  übergeführt  werden. 
Ganz  genau  dieselben  Kugeln  A,A  würde  man  erhalten,  wenn 
man  von  der  Kugel  K ausgeht,  die  der  K in  3tn  entspricht 

Umgekehrt  geht  A und  auch  A durch  g*  wieder  in  K,  K über, 
da  die  Kugeln  über  PjPj  bezw.  P2Pf  Orthogonalkugeln  zu  F sind 
und  gerade  in  die  Punktpaare  X^Xj  bezw.  Xt,X2  transformiert 
werden  und  da  K,K  dem  Büschel  (A,A,D  angehören. 

g*  erzeugt  demnach  in  jedem  Kugelbüschel,  dem  F 
angehört,  zwischen  den  in  3tr  gepaarten  Kugeln  eine 
involutorische  Korrespondenz.  Das  Doppelelement 
dieser  Korrespondenz  ist  F. 

Genauer  können  wir  den  Inhalt  dieses  Satzes  in  die  Symbole: 

3*5*  “ 1 “f" 

3*  * *r5*  - 3**r  - 

zusammenfassen,  wenn  die  Gleichheitszeichen  Äquivalenz  zweier 
Transformationen  und  1 die  Indentität  bedeutet. 

Diese  Beziehungen  können  noch  verallgemeinert  werden. 
Dazu  betrachten  wir  zunächst  die  Aufeinanderfolge 

wobei  3t  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien  bedeuten 
soll.  Zwei  in  3tr  gepaarten  Punkten  X,X  entspricht  in  g*  die 
Orthogonalkugel  E zu  F aus  dem  Büschel  (X,X,F).  Transformiert 
man  diese  Konfiguration  durch  3t,  so  erhält  man  folgendes  Bild: 
Zwei  Punkten  X\X’,  die  durch  3t  aus  X,X  hervorgehen  und 
daher  in  3t3tr3t  gepaart  sind,  wird  durch  3tg*3t  die  OrthgonaF 
kugel  E*  zu  der  durch  3t  aus  F entstehenden  Kugel  F’  aus  dem 
Büschel  (X^X’jF*)  zugeordnet.  Da  X’,X’  Grundpunkte  eines 
Kugelbüschels  sind,  dem  F*  angehört,  so  sind  sie  in  der  auf  F’ 
gegründeten  Transformation  durch  reziproke  Radien  3tr»(— 3t3tr3t) 
gepaart.  Dann  hat  3tg*3t  alle  Merkmale  einer  einfachen  g-Trans- 
formation  g’*  mit  F’  als  Hauptkugel. 

Die  Transformation  3tg*3t  ist  äquivalent  einer  einfachen 
Transformation  g’*;  es  ist  also 
3tg*3t  = 3 wobei  gleichzeitig  3l3tT3t  = 3tr.. 
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Es  lassen  sich  darum  alle  einfachen  ^-Transformationen 
aus  einer  einzigen  durch  Anwendung  von  Trans- 
formationen durch  reziproke  Radien  ableiten. 

Davon  können  wir  gut  Gebrauch  machen,  um  die  Aufeinander- 
folge zweier  einfachen  Transformationen  zu  studieren.  Es  wird 

3*3*  3*  (2*3*31)  (3,2*3*)  31 

Wir  werden  so  zu  der  Transformation 

3*213, 

geführt,  die  durch  Anwendung  einer  einfachen  ^"Transformation 
auf  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien  entsteht. 

Die  gemeinsame  Centrale  der  Hauptkugel  F der  3*  und 
der  Inversionskugel  der  nennen  wir  vorläufig  Achse  der 
Transformation  3*^3*-  Wir  gehen  zunächst  darauf  aus,  gegenüber 
3*9i3*  invariante  Punkte  zu  finden.  Gegenüber  sind  alle 
Orthogonalkugeln  zur  Inversionskugel  invariant.  Da  ferner  alle 
Orthogonalkugeln  der  F durch  3*  involutqrisch  mit  in  9Rr 
gepaarten  Punkten  verbunden  sind,  werden  durch  3*^3*  a^e 
die  Punktepaare  nicht  geändert,  die  dinch  3*  *n  Orthogonal- 
kugeln zur  Inversionskugel  der  übergeführt  werden.  Es  kommt 
also  darauf  an,  die  zu  F und  zur  Inversionskugel  gleichzeitig 
orthogonalen  Kugeln  zu  finden.  Solche  Kugeln  lassen  sich 
konstruieren,  indem  man  zwei  Diametralpunkte  D,D  des  reellen 
Stellvertreters  der  F durch  transformiert  und  den  durch  die 
vier  Punkte  gelegten  Kreis  um  einen  seiner  Durchmesser 
rotieren  laßt. 

Von  diesen  Kugeln  greifen  wir  die  Kugel  <I>  heraus,  deren 
Zentrum  0 auf  der  Achse  liegt.  Sie  geht  durch  3*  aus  zwei 
bezüglich  F inversen  Punkten  A,  B der  Achse  hervor.  Die 
Kugel  Fo  über  AB  transformiert  sich  daher  durch  3*  in  die 
Punkte  P,Q,  in  denen  'cp  von  der  Achse  durchstoßen  wird.  Sie 
vertauschen  einander  in  und  liefern  in  3h«  wieder  die  Kugel  , 
Diese  Kugel  trägt  alle  invarianten  Punktepaare,  da  jedem  solchen 
Punktepaar  in  3«  eine  Kugel  durch  P,Q  entsprechen  muß. 

Irgend  einem  Punkt  X und  dem  in  SRr  entsprechenden 
Punkt X wird  durch  3*  eine  Kugel  K aus  dem  Büschel  (X,X,F) 
zugeordnet.  Diese  geht  durch  in  die  Kugel  K’  des  Büschels 
X^X^r’)  über.  Aus  ihr  werden  durch  3*  zwei  Kugeln  E,  E aus 
dem  Büschel  (K\F),  die  wieder  in  %{v  gepaart  sind.  Da  F0 
gegenüber  9lr  invariant  und  Trägerin  von  in  $Rr  gepaarten, 


gegenüber  5*91  5*  invarianten  Punkten  ist,  so  geht  das  Büschel 
(X,r0)  durch  9*r  in  (X,r0)  und  (SdTo)  in  (S,F0)  über,  und  es 
liegen  entweder  X,  E,Fo  oder  X,  £,Fo  im  Büschel.  Wir  wählen 
die  Bezeichnung  so,  daß  der  erste  Fall  eintritt,  und  nennen  die 
zwischen  X und  2 bestehende  Zuordnung  5o>  die  dann  auch 
zwischen  X,  2 besteht.  Von  5o  werden  wir  nachweisen,  daß  sie 
eine  analytisch  selbständige  Verwandtschaft  ist. 

Die  Transformation  5*915*  zerfällt  also  in  die  beiden 
Transformationen  5o  und  5o9*r-  Wir  drücken  das 
aus  durch : 

5*9*  5*  5o  + 5o9*r. 

Daher  zerfällt  die  Aufeinanderfolge  zweier  einfachen 
Transformationen  5*  >3’*  gemäß  der  Gleichung : 

5*5*  = (5*9* 5*)  9*  (5o+5o9*r)9t  5o9*+5o9*r9*. 

Dabei  bedeutet  5o  ebenfalls  eine  Berührungstransformation,  die 
jedem  Punkt  X eine  Kugel  aus  dem  Büschel  (X,F0),  jeder 
Kugel  K zwei  Kugeln  des  Büschels  (K,ro)  zuordnet,  die  aber 
einen  anderen  Charakter  als  die  einfachen  Transformationen  trägt. 

Sei  6 die  Ebene,  die  einen  zu  transformierenden  Punkt  X 
mit  der  Achse  verbindet.  § geht  durch  5*  in  die  zwei  Diametral- 
punkte D,D  des  reellen  Stellvertreters  der  F übe^deren Verbindung 
auf  8 senkrecht  steht,  ihnen  entsprechen  in  9*  die.  beiden  Punkte, 
die  wir  oben  zur  Konstruktion  der  <|)  benutzten.  Sfe  liegen 
symmetrisch  zu  8,  haben  also  gleichen  Abstand  vori  'C  und  .gehen 
durch  5*  in  zwei  kongruente,  zu  8 symmetrischge!  egene  Kugeln 
A,A  über,  die  durch  A und  B laufen  müssen.  Diese  Kugeln 
werden  von  allen  den  Kugeln  berührt,  die  den  PunkteiYv  der  8 
durch  5*9*  5*  zugeordnet  werden. 

Diese  Kugeln  A,A  haben  nicht  allein  für  alle  Ebenen  durch 
die  Achse  denselben  Radius, sondern  überhaupt  für  alle  Durchmesser- 
ebenen der  F0.  Es  sei  etwa  81  eine  andere  Durchmesserebene 
durch  den  Punkt  X,  sodaß  die  Schnittlinie  (8X81)1)  ein  Durchmesser  d 
der  r0  ist.  Dessen  Punkte  gehen  durch  5*9*5*  *n  Bcrührungs- 
kugeln  der  aus  8 entstehenden  Kugeln  A,A  über  und  umhüllen 
die  Kreisringfläche,  die  durch  Rotation  einer  solchen  A-Kugel  um 
(8X8D  entsteht.  Daher  müssen  die  aus  81  entstehenden  Kugeln 


i)  Die  gemeinsamen  Elemente  zweier  Elemente  A u.  b seien 
durch  (AXb)  bezeichnet. 
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kongruent  den  Kugeln  A,A  sein.  Da  diese  die  r orthogonal 
schneiden,  gelten  die  letzten  Erörterungen  auch  für  den  Bestand- 
teil g0>  den  wir  als  eine  „fundamentale  $ - Transformation“ 
bezeichnen  wollen. 

§ 2.  Die  „fundamentalen“  Transformationen  50. 

Nach  den  Festsetzungen  in  § 1 besitzt  jede  ^‘Transformation 
einen  Mittelpunkt  C,  eine  Hauptkugel  r (C|x)  und  einen 
charakteristischen  Radius  r0  der  A-Kugeln  (D  I r0).  Jedem  Punkt  X 
der  Durchmesserebene  8 von  r ordnet  5o  e’ne  Kugel  E aus 
dem  Büschel  (X,r)  zu,  die  die  A-Kugeln  des  Büschels  (8,r) 
berührt. 

Wir  setzen  den  Abstand  des  Zentrums  D der  A-Kugeln  vom 
Mittelpunkt  C der  go 

CD  ==  V r02  — x2  4 a* 

a und  r0  dürfen  auf  positive  reelle  Werte  beschränkt  werden. 
Wir  machen  sie  aber  von  der  Beschränkung  frei,  die  darin 
besteht,  daß  durch  unsere  Einführung  der  5o  % als  wesentlich 
reelle  Größe  auftrat.1) 

Um  nun  die  Beziehung  zwischen  dem  Punkt  X und  der 
Kugel  E unmittelbar  zu  erfassen,  betrachten  wir  die  beiden 
Kugelbüschel  (X , r , S)  mit  der  Achse  CX  = d und  (A  , F , 8), 
dessen  Achse  auf  d senkrecht  steht.  Das  erste  Büschel  zeichnet 
in  d eine  Involution  ein,  deren  reelle  Doppelpunkte  X und  der  ihm 
in  — Transformation  durch  reziproke  Radien  bezüglich  F — 
entsprechende  Punkt  X sind.  Der  Mittelpunkt  N dieser  Involution 
hat  gleiche  Potenz  in  bezug  auf  X,X,S,T.  N liegt  aber  auch  in 
der  Potenzebene  des  anderen  Büschels  und  hat  darum  gleiche 
Potenz  in  bezug  auf  A,T.  Die  gemeinsame  Tangentialebene  von 
A und  E geht  also  durch  N.  Ist  P deren  Berührungspunkt,  so 
ist  NP  = NX  = NX,  und  DP  _\_  NP  schneidet  in  d das  Zentrum  Y 
von  E ein;  YP  ist  der  Radius  von  H. 

x)  Da  wir  ausdrücklich  verlangten,  daß  g*  reellen  Kugeln 
wieder  reelle  Kugeln  zuordne,  mußten  wir  ihre  Hauptkugel  mit 
rein  imaginärem  Radius  annehmen.  Hätten  wir  Transformationen 
gefordert,  die  Kugeln  mit  reellem  Polarsystem  in  ebensolche 
verwandeln,  so  würde  uns  {$*91 3*  fundamentale  Transformationen 
mit  reeller  und  mit  imaginärer  Hauptkugel  liefern. 
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Wir  finden  somit  folgende  Konstruktionsvorschrift: 
Um  zum  Punkt  X in  8 die  durch  zugeordnete 
Kugel  2 zu  konstruieren,  suche  man  den  mit  X durch 
%{r  gepaarten  Punkt  X,  schlage  über  XX  den  Kreis 
in  der  zu  8 senkrechten  Ebene,  der  in  der  A-Kugel  des 
Büschels  (8 , F)  die  Berührungspunkte  P,  P ’ zweier 
Kugeln  der  gesuchten  Art  einschneidet.  DP  bezw.  DP’ 
schneiden  CX  = d in  den  Zentren  Y,Y'  dieser  Kugeln. 

Diese  Konstruktion  — die  je  nach  der  Größe  von  a,  r0  und 
der  Lage  von  X etwas  abweichende  Konfigurationen  zeigt1)  — 
liefert  also  stets  zwei  Kugeln  2 , 3.  Uebereinstimmend  an  allen 
Figuren  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ACDY^oAPNY 
und  ACDY’^APNY’ 

CY:YP  = CT:Y'P’ 

Daher  ist  C Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kugeln  2,  3 und  da  r 
im  Büschel  (2,3)  liegt,  sind  3,3  in  <Kr  gepaart.  Die  Konstruktion 
liefert  also  stets  nur  die  Transformation  So  + So  ^r-  L>a  So 
ganz  denselben  Charakter  wie  So  besitzt,  so  erkennt  man : 

Durch  C,  x,  r0  oder  C,  a,  r0  wird  die  fundamentale 
Transformation  nur  bis  auf  eine  Zweideutigkeit  bestimmt. 
Ist  So  die  eine  mögliche  fundamentale  Transformation,  so  ist  die 
andere 

So’  = So2V,  ebenso  ist  So  = 5o’2*r, 

und  da  man  von  X ausgehend  dieselben  Kugeln  2,2  erhält,  so  ist 

So  ~ &>’  un(J  So’  — So* 

Daraus  folgen : 

L «rS0  = So»r  ^d  So’  = So 

2*  »r  So  = So  und  <Xr  So’  <Rr  = So’- 

Es  ist  bloße  Sache  der  Bezeichnung,  welche  der  beiden 
durch  die  Konstruktion  gelieferten  Kugeln  wir  dem  Punkt  X 
durch  So>  welche  durch  die  „v erbunden  e“  Transformation  So’ 
zuordnen.  Wir  treffen  eine  eindeutige  Festsetzung,  wenn  wir 
bestimmen : 

Der  Punkt  X und  der  Berührungspunkt  P der  durch 
So  zugeordneten  Kugel  2 mit  A sollen  auf  einer  Seite 
der  Potenzebene  des  Büschels  (P,  P)  liegen. 

!)  Die  Figuren  auf  Seite  13  und  14  geben  Schnitte  durch  d 
senkrecht  zu  8. 
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Greifen  wir  an  einer  der  Konstruktionsfiguren  einen  der  durch 
den  Kreis  über  XX  in  A eingeschnittenen  Punkte  als  P heraus, 
so  geht  die  Potenzebene  von  (P, r)  durch  N und  trennt  X,X,  sodaß 
ein  Punkt,  etwa  X eindeutig  dem  P zugeordnet  ist.  Sie  trennt 
aber  auch  P von  dem  ihm  in  $Kr  gepaarten  Punkt.  Dieser  geht 
durch  Spieglung  an  der  zur  Ebene  CXP  senkrechten  Durchmesser- 
ebene 8 von  T in  den  anderen  Berührungspunkt  P’  und  die 
Potenzebene  von  (P,F)  geht  dabei  in  die  von  (P,r)  über,  sodaß 
P und  X auf  einer  Seite  dieser  Potenzebene  liegen. 

Aus  obiger  Festsetzung  folgen  noch  als  Regeln : Die  beiden 
Punktpaare  C,N  und  X,Y  liegen  stets  hyperbolisch.  Ist  X ein 
Punkt  innerhalb  der  Kugel  ( C I a — )—  r0),  so  wird  er  von  der 
zugeordneten  Kugel  E umschlossen. 

Wir  können  nun  leicht  den  Beweis  dafür  nachholen,  daß 
die  so  eingeführte  ^-Transformation  eine  analytisch  selbständige 
Transformation  ist.  Bezeichnen  wir  die  von  C aus  gemessenen 
Abszissen  der  Punkte  X,  X,  Y,  Y’  durch  x,  x,  y,  y’,  so  ist 


— v2  X2 

X = CN  = - 
x 


—1— 

^ x ;NX  = - 


2 x ’ 2 x ' 

Nimmt  man  den  Radius  q , q der  Kugeln  S , S positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  sich  A und  E bezw.  A und  E ausschließend 
oder  umschließend  berühren,  so  gilt  stets: 
für  g0:  für  5o’: 

1.  f + as  = (r0  + o)2  1.  /2  +.a*  = (r0  + 0’)2 

und  wegen  der  oben  erwärhnten  ähnlichen  Dreiecke: 

Fa  0 N YJ  = M Y-  r°  ^ 


NY  = NX- 

a 

Daraus  erhält  man  für  g0: 

2.  y = x2  (,a.±ÜL 

bezw.  für  g0’ : 

2.  / = 


NX- 


e) 


( — a + r0  + q) 


2 a x 


x2(-a  + r0  + Q>)  + x2(a  + ro+Q>) 
2 a x 


Man  erkennt,  daß  beide  Formelgruppen  zusammenfallen,  wenn 
man  r0  positiv  und  negativ  annimmt  und  ausschließende  Berührung 
zweier  Kugeln  immer  durch  gleiche  Vorzeichen  ihrer  Radien 
auszeicfinet.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen  findet  man  als 
Bestimmungsstücke  der  Kugel  (Y I q)  bezw.  (Y’  | q),  die  dem 
Punkte  X zugeordnet  werden 
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Konstruktion  der  g(,  : I.  a < r0 
Oben  X innerhalb,  unten  X außerhalb  der  Kugel  (Cla  + r„) 


— 14 


Konstruktion  der  : II.  a > r0 

Oben  X innerhalb,  unten  X außerhalb  der  Kugel  ( C I a -f-  r0) 

. 
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durch  g0: 

2 a (a  + r„)  x 

y— (a  + r0)2  - x2 
2 a (a  -f-  r0)2 


Q — 


(a  + r 0 )2  — x' 


(a  + r0)  q’  = 


durch  $0’: 

2 a (a  — r0)  x 
y (a  — r0)2  — x2 
2 a (a  — 


ro)  2 


( a — r, 


(a  — r0) 


Diese  Formeln  — in  denen  r0  eine  wesentlich  positive  Größe 
darstellt  — zeigen  die  5 (^Transformationen  als  analytisch 
selbständige  Transformationen  und  rechtfertigen  die  oben  vor- 
genommene Zerfällung  der  Transformation  S+SR®*. 


K sei  eine  Kugel,  K die  ihr  in  9Rr  entsprechende.  Eine 
Durchmesserebene  6 von  F schneidet  sie  in  den  Kreisen  k , k. 
Um  die  den  Punkten  dieser  in  9lr  gepaarten  Kreise  entsprechenden 
Kugeln  zu  finden,  ziehe  man  die  Kreise  schneidende  Durchmesser 
der  r.  Die  Kreise  über  entsprechenden  Punkten  liegen  in  zu 
8 senkrechten  Ebenen  und  auf  einer  Dupinschen  Cyclide,  nämlich 
der  Umhüllenden  von  Kugeln,  deren  Zentren  in  8 liegen  und 
die  K , K berühren.  Eine  A-Kugel  des  Büschels  (8 , T)  schneidet 
jeden  der  Kreise  rechtwinklig,  zeichnet  also  zwei  Kreise  der 
zweiten  Kreisschar  auf  der  Cyclide  ein.  Diese  Kreise  werden  aus 
D auf  8 projiziert,  liefern  also  Kegelschnitte  als  Mittelpunktsorte 
der  Kugeln,  die  den  Punkten  von  k , k entsprechen.  Da  diese 
Kugeln  außerdem  die  A-Kugeln  des  Büschels  (8 , T)  berühren, 
werden  sie  von  zwei  Dupinschen  Cycliden  eingehüllt.  Deren 
Symmetrieachse  ist  die  gemeinsame  Zentrale  d der  Kugeln 
T, K,K.  Den  Kugeln  K,K  werden  durch  go  die  durch  Rotation 
dieser  Cycliden  um  d entstehenden  Flächen,  also  zwei  Kugelpaare 
zugeordnet,  die  sich  in  SRr  entsprechen  und  dem  Büschel 
(r,K,K)  angehören.1) 

Diese  Untersuchung  setzt  von  r nur  voraus,  daß  sie  ein 
reelles  Polarsystem  hat;  wir  waren  also  zu  der  eingangs  gemachten 
Erweiterung  berechtigt  und  können  g0  so  charakterisieren : 

Jede  fundamentale  Transformation  go  ist  eine 
Berührungstransformation  der  Kugeln.  Sie  besitzt  einen 
Mittelpunkt  C und  zwei  positive,  reelle  Konstanten  a,  r0. 
Sie  ordnet  jedem  Punkt  X eine  Kugel  des  Büschels  (X , r) 

l)  Das  Nötige  über  Dupinsche  Cycliden  s.  K.  Doehlemann 

Geometrische  Transformationen,  2.  Teil. 
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vermöge  der  Konstruktionsvorschrift,  jeder  Kugel  K 
aber  zwei  Kugeln  des  Büschels  (K , T)  zu. 

Man  beweist  nun  leicht  folgende  Sätze: 

1.  Jeder  Kugel  um  C entsprechen  in  So  zwei  andere  Kugeln 
um  C.  Unter  ihnen  entspricht  r (Clx)  sich  selbst  und  trägt 
lauter  invariante  Punkte.  Die  Kugel  (Cla  -j-  r0)  geht  über  in 
die  Kugel  (Clr0)  und  in  das  Unendlichferne.  Jeder  Punkt  auf 
der  Kugel  (Cla  -j-  r0)  wird  in  eine  Tangentialebene  der  Kugel 
( C | r 0 ) übergeführt. 

2.  Jede  Orthogonalkugel  K zu  r transformiert  So  in  zwei 
Kugeln  des  Büschels  (K , T),  die  einander  in  entsprechen. 
Daher  sind  die  beiden  A-Kugeln,  die  einer  Durchmesserebene  8 
von  r zugeordnet  werden,  in  5Rr  gepaart. 

Eine  A-Kugel  (D  I r0)  wird  von  C D in  zwei  Punkten  A , B 
durchstoßen.  Der  eine,  A,  liegt  auf  der  Kugel  (Cla  -j-  r0)  und 
geht  durch  So  in  eine  Tangentialebene  an  (C|r0)  über.  Für  den 
anderen  ist  CB  ===  r0 — a;  die  ihm  zugeordnete  Kugel  ist  das 
Spiegelbild  der  Kugel,  die  dem  in  <Kr  dem  Punkt  A entsprechenden 
Punkt  zugeordnet  wird  und  aus  jener  Tangentialebene  durch 
hervorgeht.  Sie  enthält  daher  C,  sodaß  A in  die  Durchmesserebene 
der  F und  eine  Kugel  Ai  aus  dem  Büschel  (A,F)  transformiert  wird. 

Jede  Kugel  K,  die  A berührt,  wird  daher  durch  So  in  zwei 
Kugeln  des  Büschels  (K,F)  übergeführt,  von  denen  eine  alle  den 
Kugeln  r,  K gemeinsamen  Durchmesserebenen  berührt,  mithin 
ein  Punkt  ist,  während  die  andere  einen  Ring  von  Ai  - Kugeln 
berührt.  Jener  Punkt  ist  einer  der  Punkte,  aus  denen  K durch 
So  oder  So  entsteht.  P sei  der  Berührungspunkt  zwischen 
K und  A;  er  geht  durch  So  m eine  Kugel  durch  den  fraglichen 
Punkt  über,  die  auch  Ai  berührt  und  P umschließt,  da  P sicher 
in  der  Kugel  (C|a  -|-  r0)  liegt.  Sie  liegt  ferner  ganz  auf  einer 
Seite  der  Potenzebene*  des  Büschels  (P,  F),  sodaß  auch  P und 
der  fragliche  Punkt  auf  einer  Seite  der  Potenzebene  liegen.  Also 
ist  jener  Punkt  gerade  der  Punkt,  aus  dem  K durch  So  entsteht. 
Mithin  geht  jeder  Punkt  durch  So  So  in  sieh  selbst  und  in  eine 
Kugel  über,  die  dem  Punkt  in  derselben  Weise  zugeordnet  ist, 
wie  wir  es  von  einer  fundamentalen  Transformation  verlangen. 

Es  zerfällt  also  So  So  in  die  Identität  und  eine  funda- 
mentale Transformation  So’  mit  derselben  Hauptkugel  r, 
aber  anderen  Kugeln  A wie  So: 
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So  5o  — 1 + So’.  i ! M i V ( i|  (II 

Also  erzeugt  So  in  jedem  Kugelbüschel,  dem  die  Halb- 
kugel r angehört,  eine  involutorische  Korrespondenz. 

S0  ordnet  einem  Punkt  X die  Kugel  E aus  dem  Büschel  (X , r)  zu, 
die  die  A-Kugeln  berührt.  Durch  irgendeine1)  Transformation  5t 
durch  reziproke  Radien  erhält  man  aus  dieser  Konfiguration 
einen  Punkt  X’,  dem  die  Kugel  £’  aus  dem  Büschel  (X^r’)  in 
5t So  51  zugeordnet  ist,  die  gewisse  Kugeln  A’  berührt.  Diese 
A’-Kugeln  entsprechen  in  5t So 3t  der  Ebene  Ö,  die  den  Punkt  X' 
mit  dem  Inversionszentrum  und  dem  Mittelpunkt  C der  So  ver- 
bindet;  und  r’  entspricht  in  5t  der  Kugel  r.  Man  bekommt 
daher  für  alle  Punkte  X’  des  Raumes  dieselbe  Kugel  r’  und 
kongruente  Kugeln  A’  und  erkennt: 

5t  So  $t  ist  wieder  eine  fundamentale  Transformation  So’. 
Aus  5t  So  9t  = So’  folgt  auch  5t  So  = So’ 9t. 

Diese  Verallgemeinerungen  der  Beziehungen  9trSo9tr  = So 
und  5trSo  = So9tr  — Beziehungen,  die  übrigens  auch  dann 
immer  gelten,  wenn  die  Inversionskugel  die  Hauptkugel  T 
der  So  orthogonal  schneidet  — zeigen  uns: 


Alle  fundamentalen  Transformationen,  für  die  die 
Kugeln  A die  Hauptkugel  r unter  demselben  Winkel 
schneiden,  lassen  sich  aus  einer  unter  ihnen  durch 
Anwendung  einer  Transformation  5t  durch  reziproke 
Radien  erhalten.  Um  die  Transformation  So’  mit 
der  Hauptkugel  F’  aus  der  Transformation  So  mit  der 
Hauptkugel  r herzuleiten,  hat  man  5t  so  zu  wählen, 
daß 


5t  5tr5t  = 5tr> 
ist. 


l)  Immer  im  Hinblick  auf  unsere  Voraussetzung  verstanden, 
daß  reellen  Punkten  reelle  Punkte  entsprechen. 


§ 3.  Besondere  Fälle  und  Ausartungen 
der  fundamentalen  Transformationen. 

Die  charakteristischen  Größen  einer  fundamentalen  Trans- 
formation sind  C,  a,  r0f  x.  Zwischen  den  drei  letzten  Größen 
besteht  die  Beziehung  a2  = r02  — k2;  a,  r0  sind  positive,  reelle 
Größen.  Aus  der  Endbemerkung  in  § 2 erhellt,  daß  es  zweckmäßig 
sein  kann,  den  Schnittwinkel  (90°  — a)  zwischen  den  Kugeln  A 
und  r durch 

x a 

— = sina,  — = cosa 

ro  r 0 

einzuführen. 


Wir  betrachten  im  folgenden  5o  - Transformationen,  für  die 
diese  charakterisierenden  Größen  zum  Teil  keinen  endlichen,  von 
Null  verschiedenen  Wert  besitzen. 

1.  Für  r0  = 0 wird  x2  = — a2.  Die  A-Kugcln  schrumpfen  jede 
zu  einem  Punkt  zusammen,  die  Hauptkugel  r ist  imaginär.  Die 
einfachen  § -Transformationen  5*  sind  also  besondere  Fälle 
der  g0 -Transformationen.  Aus  § 1 heben  wir  nochmals  hervor: 
5*  <Hr  = d.  h.  5*  fällt  mit  der  verbundenen  Transformation 
5*  $Rr  zusammen.  Durch  Anwendung  einer  Transformation 
durch  reziproke  Radien  auf  eine  einfache  Transformation  5* 
erhält  man  eine  andere  g -Transformation  g*’. 
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2.  Für  k c=  0 wird  a = r0.  Die  Hauptkugel  1?  schrumpftl 
auf  ihren  Mittelpunkt  C zusammen.  Die  hierdurch  definierte 
fundamentale  Transformation  wollen  wir  durch  So  bezeichnen; 
ihre  verbundene  Transformation  So  entartet.  Wendet  man 
eine  Inversion  auf  So  an  und  wählt  die  Inversionskugel  in 
allgemeiner  Lage,  so  ist  SRSo^  wieder  eine  So‘Transformation  So’- 

Nimmt  man  aber  den  Mittelpunkt  C als  Inversionszentrum, 
so  geht  durch  jede  solche  Transformation  !)  durch  reziproke 

Radien  C in  die  unendlich  ferne  Ebene,  die  A-  Kugeln  aber  in 
Ebenen  über,  die  von  C gleichen  Abstand  haben.  Einem  Punkt  X 
entspricht  in  So  die  Kugel  E aus  dem  Büschel  (X  , F = C),  die 
die  A-Kugeln  der  Ebenen  durch  C X berührt.  Transformiert  man 
diese  Figur  durch  so  bekommt  man  eine  Kugel  £’,  die 

dem  Punkte  X’  in  $t(r)So^(r)  entspricht.  Sie  gehört  dem 
durch  X’  und  die  unendlich  ferne  Ebene  bestimmten  Büschel  an 
und  berührt  die  Ebenen,  in  die  die  Ebenen  durch  C X’  über- 
geführt werden.  Daher  haben  alle  Kugeln,  die  den  Punkten  des 
Raumes  entsprechen,  denselben  Radius.  Ferner  zeichnet  jenes 
Kugelbüschel  (X’,  £’)  im  Durchmesser  CX’  eine  Involution  ein,  die 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  als  Mittelpunkt  und  X’  als 
Doppelpunkt  bestimmt  ist.  Darum  ist  das  Büschel  (X’,  £’) 
konzentrisch  und  X'  sein  Zentrum.  Also  gilt  der  Satz : 

Die  Transformation  9Hr)So^(r)  ist  eine  Dilatation  2). 

Aus^(r)g0^(r)  = $ folgert  man  So  = <R<T) $ <K (r)  oder, 
da  der  Index  jetzt  keine  Bedeutung  mehr  hat,  So  — ^ 2)  9L 

Jede  So-Transformation  kann  daher  durch  Anwendung 
einer  Inversion  auf  eine  Dilatation  erhalten  werden. 
Der  Mittelpunkt  der  So  fällt  in  das  Inversionszentrum. 

Weiter  folgt  aus  ^(r)So^(r)  = 

Jede  Dilatation  kann  als  fundamentale  S -Trans- 
formation gedeutet  werden,  deren  Hauptkugel  F einen 
unendlich  großen  Radius  hat  und  deren  A-Kugeln  zu 
Ebenen  entarten.  Diese  Ebenen  liegen  im  Endlichen 
und  parallel  den  Ebenen,  denen  sie  entsprechen. 

Die  Dilatationen  werden  daher  dann  erhalten,  wenn  x,  a,  r0  so 
unendlich  werden,  daß  a — r0  endlich  bleibt;  C ist  unbestimmt. 

l)  Der  obere  Index  bei  soll  stets  den  geometrischen  Ort 
des  Inversionszentrums  angeben. 
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Vf  MCI 

3.  Werd'en  a,  r0  so  unendlich,  daß  x2  = r02  — a2  endlich 
bleibt,  so  entarten  die  A- Kugeln  zu  Durchmesserebenen  der  r. 
Alle  Durchmesserebenen  der  F sind  invariant.  Diego-Transformation 
kann  daher  zur  Identität  entarten.  Die  verbundene  g0-Trans- 
formation  entartet  dann  zur  Transformation  durch 
reziproke  Radien. 

4.  Nimmt  man  C unendlich  fern  an  und  läßt  x und  r0  so 

x a 

unendlich  werden,  daß  — = sina,  — = cosa  bleibt,  so  entartet 

ro  ro 

die  Hauptkugel  zu  einer  „Hauptebene  y*.  Jede  Ebene  8,  die  längs 
ihrer  „Hauptgeraden  c*  die  y senkrecht  schneidet,  kann  als 
Durchmesserebene  der  Transformation  betrachtet  werden  und 
geht  in  die  beiden  Ebenen  über,  die  längs  c die  8 unter  dem 
Winkel  a durchsetzen.  Die  einem  Punkt  X in  8 entsprechende 
Kugel  berührt  jene  zwei  Ebenen  und  liegt  im  Büschel  (X , y). 


X und  das  Zentrum  Y der  zugeordneten  Kugel  liegen  also  auf 
einem  Lot  zu  y (Lotfußpunkt  N)  und  zwar  so,  daß 

NX 

NY  = C0Sa 

ist.  Nennt  man  den  unendlich  fernen  Punkt  des  „Durchmessers“ 
N X den  Punkt  U,  so  ist : 

(X  Y N U)  = cosa. 
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Ein  Punkt  und  das  Zentrum  der  ihm  zugeordnete|iM 
Kugel  entsprechen  also  einander  in  einer  Perspektiven 
Affinität. 

Diese  besondere  ^-Transformation  soll  wegen  der  Analogie 
zu  den  Berührungstransformationen  der  Kreise  einer  Ebene, 
die  Herr  Schefiers1)  durch  3 bezeichnet,  „räumliche 
3o  - T r a n s f o r m a t i o n * heißen.  Sie  ist  durch  ihre  Haupt- 
ebene y und  den  Winkel  a charakterisiert.  Die  verbundene 
Transformation  setzt  sich  aus  30  und  der  Spieglung  @y  an  der 
Ebene  y zusammen.  Für  a — 0 entarten  die  3o"Transfor mationen 
zur  Identität  und  zur  Spieglung  @y. 

Da  die  Hauptebene  sich  selbst  entsprechende  Punkte  trägt, 
so  gilt  der  Satz : Die  Hauptebene  einer  3o_  Transformation  ist 
stets  Potenzebene  zugeordneter  Kugeln.  Daher  entsprechen  jeder 
Ebene  s in  3o  zwei  Ebenen  des  Büschels  (s,y). 

Diese  Eigenschaften  erinnern  übrigens  an  Laguerres 
transformation  par  directions  reciproques.2)  In  einer  Ebene  kann 
diese  Transformation  projektiv  so  definiert  werden: 

Zugeordnete  Gerade  schneiden  sich  auf  einer  Achse 
und  treffen  die  unendlich  ferne  Gerade  in  Punkten 
einer  involutorischen  Korrespondenz.  Diese  wird 
erzeugt  durch  die  Tangenten  eines  „Richtungskreises", 
deren  Berührungspunkte  durch  eine  Homologie  des 
Kreises  in  sich  auf  einander  bezogen  sind,  deren 
Zentrum  auf  dem  zur  Achse  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  liegt. 

Um  zu  einer  Geraden  g die  zugeordneten  zu  finden,  hat  man 
die  Berührungspunkte  der  zu  g parallelen  Tangenten  des  Richtungs- 
kreises durch  die  Homologie  zu  transformieren  und  zu  den 
Tangenten  in  den  neuen  Punkten  die  Parallelen  durch  den 

1)  G.  Scheffers,  Synthetische  Bestimmung  aller  Berührungs- 
transformationen der  Kreise  in  der  Ebene  — Berichte  über  die 
Verhandlungen  der  Kgl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig,  LI.  Band,  1899. 

2)  E.  Laguerre,  Sur  la  geom^trie  de  direction  1879;  Sur 
la  transformation  par  directions  reciproques  1881;  i ransformations 
par  semi  - droites  reciproques  1882  — Oeuvres  de  Laguerre, 

Tome  II,  1905. 
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SchnittpuiiHtV  Von  g mit  der  Achse  a zu  legen.  Bei  dieser 
Konstruktion  wird  die  Punktreihe  a(P),  die  ein  Geradenbüschel  X(g) 
durch  einen  Punkt  X in  a einzeichnet,  projektiv  auf  die  gerade 
Punktreihe  b (Q)  der  Schnittpunkte  Q der  Tangenten  bezogen, 
deren  Richtungen  der  Richtung  einer  Büschelgeraden  zugeordnet 
sind.  Die  Träger  beider  Reihen  sind  parallel,  und  es  entsprechen 
darum  die  unendlich  fernen  Elemente  einander,  sodaß  a (P)  ^ b (Q)1). 
Zieht  man  zu  den  Tangenten  aus  den  Punkten  Q an  den 
Richtungskreis  die  Parallelen  durch  die  entsprechenden  Punkte  P, 
so  umhüllen  sie  wieder  einen  Kreis. 

Diese  Transformation  läßt  sich  auf  das  Räumliche  übertragen. 
Die  räumliche  Transformation  besitzt  eine  Hauptebene  y, 
eine  „Richtungskugel"  (M  I q)  und  ein  Zentrum  0 der 
Homologie,  die  die  Punkte  der  Richtungskugel  auf- 
einander bezieht.  Einer  Ebene  e werden  die  Ebenen 
durch  die  Schnittlinie  (eXy)  zugeordnet,  die  denjenigen 
Tangentialebenen  an  die  Richtungskugel  parallel  sind, 
deren  Berührungspunkte  durch  die  Homologie  aus 
den  Berührungspunkten  der  zu  e parallelen  Tangential- 
ebenen erhalten  werden. 

Die  Transformation  ordnet  jedem  Punkte  X eine  der  beiden, 
zu  y symmetrisch  gelegenen  Kugeln  des  Büschels  (X , y)  zu,  die 
das  Ebenenpaar  8lf  Ö2  berühren,  das  aus  einer  Normalebene  8 
zu  y durch  X hervorgeht.  Daher  liegen  X und  das  Zentrum 
der  zugeordneten  Kugel  in  einer  Perspektiven  Affinität.  Den 
Punkten  eines  Kreises  k in  8 entsprechen  Kugeln,  deren  Zentren 
auf  der  Ellipse  liegen,  die  k in  jener  Affinität  entspricht,  und 
die  die  Ebenen  8i,  82  berühren,  also  von  einer  Dupinschen  Cyclide 
umhüllt  werden.  Durch  Umdrehung  von  k um  seinen  zu  y 
senkrechten  Durchmesser  entsteht  eine  Kugel  K,  der  die  Einhüllende 
jener  um  ihre  Achse  rotierenden  Cyclide,  also  zwei  Kugeln 
zugeordnet  sind.  Die  Zentren  dieser  Kugeln  sind  die  Brennpunkte 
der  zu  k affinen  Ellipse.  Die  Kugeln  liegen  im  Büschel  (K,  y). 

Laguerres  räumliche  Transformation  hat  mithin  die 

Eigenschaften  einer  räumlichen  ^-Transformation  mit  derselben 
/ 

!)  Diese  Beziehung  gilt  nicht  mehr,  wenn  das  Zentrum  der 
Homologie  seine  besondere  Lage  aufgibt. 
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Hauptebene  Y;  ihre  Größe  a bestimmt  sich  aus 

, a g 

tan  2 — M0‘ 

Danach  heben  wir  noch  die  Eigenschaft  der  ^-Transformation 
hervor,  die  Laguerre  eine  der  wichtigsten  Eigenschaft  seiner 
Transformation  bezeichnet  und  die  sofort  nachgewiesen  ist: 

Die  3o_T ransformationen  lassen  den  Tangentialabstand 
zweier  Kugeln  (=  den  Abstand  zweier  Flächenelemente 
einer  Ebene)  ungeändert. 

Endlich  können  wir  die  30-Transformationen  noch  auf  folgende 
Weise  zu  anderen  fundamentalen  Transformationen  in  Beziehung 
setzen.  Sei  go  eine  fundamentale  Transformation,  deren  Haupt- 
kugel T und  deren  Ä-Kugeln  wirkliche  Kugeln  sind,  ferner  (r)  eine 
Transformation  durch  reziproke  Radien,  deren  Zentrum  auf  T 
liegt.  Dann  stellt  <R(r)go9l(r)  wieder  eine  fundamentale  Trans- 
formation dar.  Deren  Hauptkugel  entartet  zur  Ebene  des  Schnittkreises 
zwischen  F und  der  Inversionskugel;  ebenso  sind  ihre  A-Kugeln 
zu  Ebenen  entartet.  <R(r)g0<K(r)  ist  also  eine  3(rTransformation. 
Ihr  charakteristischer  Winkel  a ist  das  Komplement  des  Schnitt- 
winkels der  Kugeln  T und  A der  g0. 

Jede  30-Transformation  kann  durch  Anwendung  einer 
Transformation  durch  reziproke  Radien  auf  eine  geeignete 
g0-Transformation  erhalten  werden. 

Kleidet  man  den  Inhalt  dieses  Satzes  in  die  Formel 

<K(r)  5o^  (r)^3o^soiolgertrnanleicht:<5o  = ^(r^3o^  (r)=9t3o^- 
Durch  Anwendung  einer  Transformation  durch  reziproke 
Radien  läßt  sich  jede  fundamentale  g-Transformation, 
die  durch  endliche,  positive,  reelle  Größen  x,  r0 
charakterisiert  ist,  aus  geeigneten  3o  - Transformationen 
herleiten. 

Als  Sonderfälle  merken  wir  an : Liegt  das  Inversionszentrum  auf  Y, 
so  ist  310')  303t  (Y)  = 3o-  Entartet  die  Inversion  zu  einer  ebenen 
Spieglung  6,  so  ist  ® 3„@  3o’  eine  andere  3 0- Transformation. 
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§ 4.  Gruppeneigenschaften. 

Wir  schicken  folgenden  Satz  voraus: 

Jede  Berührungstransformation  der  Kugeln  verwandelt 
Gerade  und  Kreise  in  Dupinsche  Cycliden. 

Denn  eine  Gerade  ist  1.  das  Erzeugnis  ihrer  Punkte,  2.  das  Erzeugnis 
der  durch  sie  gehenden  Ebenen;  ebenso  ist  ein  Kreis  1.  das 
Erzeugnis  seiner  Punkte  und  2.  das  Erzeugnis  der  durch  ihn 
gehenden  Kugeln.  Also  entspricht  jeder  Geraden  und  jedem 
Kreis  die  Einhüllende  zweier  Kugelsysteme,  die  aus  einer  oder 
mehreren  Dupinschen  Cycliden  bestehen  muß. 

In  der  Tat  zeigt  sich,  daß  die  fundamentalen  g-T i ansformationen 
jeder  Geraden  und  jedem  Kreis  eine  Dupinsche  Cyclide  derart 
zuordnen,  daß  den  Punkten  der  Geraden  bezw.  des  Kreises  die  eine 
Schar,  den  Ebenen  durch  die  Gerade  bezw.  den  Kugeln  durch 
den  Kreis  die  andere  Schar  der  erzeugenden  Kugeln  entsprechen. 

Es  seien  g0’>  So”  irgend  zwei  fundamentale  Transformationen; 
C’,  a’,  r0’  bezw.  C”,  a”,  r0”  ihre  Konstanten.  8 sei  eine  Ebene 
durch  C’C”;  sie  geht  durch  g0'  bezw.  g0”  in  je  zwei  Kugeln  A’ 
bezw.  A”  über,  deren  Zentren  in  der  zu  8 normalen  Ebene 
durch  C C”  liegen.  Die  Kugeln,  deren  Zentren  in  8 liegen  und 
jene  Kugelpaare  A’,A”  berühren,  umhüllen,  je  nachdem  sie  beide 
Kugelpaare  um-  oder  ausschließen  oder  das  eine  Paar  um-,  das 
andere  aber  ausschließen,  die  eine  oder  andere  von  zwei 
Dupinschen  Cycliden  Zl,Zu.  Solche  Kugeln  erhält  man  durch  g0’ 
aus  den  Punkten  zweier  Kreise  c1,  c11  der  Ebene  8,  denen 
eben  Z 1 , Z 11  durch  g0’  zugeordnet  sind.  Durch  g0”  gehen  Z 1 , Z 11  in 
je  zwei  Cycliden  über,  von  denen  aber  je  eine  zu  einem  Kreis  1 1 , 1 11 
der  Ebene  8 zusammenschrumpft.  Von  den  anderen  erwähnen 
wir  nur,  daß  C’  C”  ihre  Achse  ist.  Läßt  man  dann  8 um  C’  C” 
rotieren,  so  erhält  man  aus  c1,  c11  zwei  Kugeln  «F1,  T11,  die 
durch  go’So”  einerseits  punktweise  in  je  eine  der  aus  1 1 , 1 11 
entstehenden  Kugeln  A 1 , A u,  andererseits  in  je  eine  weitere  Kugel 
übergehen.  T \ F A 1 , A 11  gehören  dem  Büschel  (ri,r2)  an. 

Die  Ebene’  8 führt  g0’  in  zwei  Ku£eln  A’  der  zweiten 
erzeugenden  Kugelschar  der  Zl  und  Zü  über.  Die  Kugeln  A 
werden  daher  durch  g0”  in  je  ein  Paar  Kugeln  durch  1 1 , 1 11 
transformiert,  die  von  der  einen  erzeugenden  Kugelschar  der 
zweiten  aus  Z‘,ZU  entstehenden  Cycliden  berührt  werden. 
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Führt  man  die  Kugeln  A1 , An  durch  je  eine  T ransformation  9F , 31 11 
durch  reziproke  Radien  in  F1  bezw.  r11  üb3r,  so  tragen  diese 
Kugeln  lauter  Punkte,  die  in  So’  g0”  31 1 bezw.  go’  So’’  ^ ü Je  S1C^ 
selbst1)  und  einer  Kugel  entsprechen,  die  die  aus  A*  durch  g0”  31 11 
bezw.  So” ^ 1 gewonnenen  Kugeln  A“  bezw.  A1  berühren.  Irgend- 
einem Punkt  X in  8 entsprechen  in  So' So”  zwei  Kugeln  E\EU. 
Die  eine,  S 1 , wird  durch  3 11  in  eine  Kugel  des  Büschels  (X^1) 
verwandelt,  die  A1  berührt.  Die  andere,  S11,  geht  durch  31 11  in 
eine  Kugel  des  Büschels  (X,rü)  über,  die  A11  berührt.  Also 
setzt  sich  So’ So”  aus  zwei  Teilen  zusammen,  jeder  läßt  sich 
aufbauen  aus  einer  fundamentalen  S ■ Transformation  und  einer 
Transformation  durch  reziproke  Radien.  Die  Mittelpunkte  aller 
hierbei  benutzten  Transformationen  liegen  in  einer  Geraden. 

Symbolisch  deuten  wir  diese  Zerfällung  an  durch : 

So’ So”  - So1*1  + So“*“- 

Rechts  stehen  zwei  Berührungstransformationen  der  Kugeln,  wie 
ja  jede  Zusammensetzung  einer  g0  einer  konformen  Punkt- 
transformation des  Raumes  eine  Berührungstransformation  der 
Kugeln  ergibt.  Wir  geben  daher  zweckmäßig  folgende 

Definition:  Als  allgemeine  g ~ Transformation 
bezeichnen  wir  jede  Transformation,  die  sich  aus  einer 
fundamentalen  g-Transformationg0und  einer  konformen 
Punkttransformation  $1  des  Raumes  zusammensetzt. 
Dabei  dürfen  wir  $1  als  Folge  einer  endlichen  Anzahl 
von  Transformationen  durch  reziproke  Radien  ansehen. 

Die  Aufeinanderfolge  g'  S”  zweier  ^"Transformationen  ist  dann 
äquivalent  mit  einer  Transformationsfolge  g0'3V9y*-  go”  9V’ 9V’- • • 
und  wegen  31  g0  = So’  ^ auch  mit  g0’  So”’  $1-  Daher  gilt  infolge 
der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  von  g0'  g0”’ : 

J)  Denn  ein  Punkt  P auf  c1  (od.  c11)  geht  durch  g0'  in  eine 
Kugel  TI  des  Büschels  (P  F’)  über  und  entsteht  durch  g0”  aus 
einer  Nullkugel  P”  des  Büschels  (FI  T”).  Daher  besitzen  die 
Kreise,  in  denen  r\  F”,  IT  durch  8 geschnitten  werden,  ein  Radikal- 
zentrum, dessen  Verbindung  mit  P und  P’Tangenten  an  cl  und  1 1 
(od.  c 11  u.  1 u)  sind ; also  werden  zugeordnete  Punkte  P',  P'  in  c 1 , l 1 
(od.  c 11 , 1 u)  durch  die  Orthogonalkreise  von  c 1 , 1 1 eingeschnitten. 
Ihre  Verbindungslinien  laufen  daher  nach  je  einem  Aehnlichkeits- 
punkt  von  c 1 , 1 1 (od.  c u,  1 u),  den  Inversionszentren  von  31 1 bezw.  31 ll. 
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S'5”  = Sl  + S11. 

Die  $ -Transformationen  bilden  also  eine  Gruppe. 

Der  Beweis  ist  so  gehalten,  daß  er  auch  Zusammensetzungen 
mit  den  besonderen  Arten  der  fundamentalen  Transformationen 
erledigt. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  in  § 1 gefundene  Zerfällungs- 
formel  für  die  Aufeinanderfolge  zweier  einfachen  Transformationen  : 

S.’S.”  = »>»■  + So«r« 

auch  als  Spezialfall  obiger  Gleichung  folgt. 

Bei  der  Aufeinanderfolge  3o’  3o”  zweier  30-Transformationen 
entarten  die  Cycliden  Z\Zn  zu  zwei  Rotationskegeln,  deren 
Spitzen  in  der  Schnittlinie  der  Hauptebenen  y , y”  beider  Trans- 
formationen liegen.  Jeder  von  ihnen  wird  durch  3o’  oder  3o” 
aus  einer  Geraden  erhalten.  Verschiebt  man  diese  längs  der 
Schnittlinie  (y’Xy”)  parallel  zu  sich,  so  erhält  man  zwei  Ebenen- 
paare, deren  Ebenen  durch  je  eine  Spieglung  S1,®11  — die 
Symmetrieebenen  gehen  durch  (yXy”)  — so  zur  Deckung  gebracht 
werden  können,  daß  die  Punkte  der  Ebenen  yUyü  in  So’So”®1 
oder  3o'  3o”  ® 11  SIC selbst  entsprechen.  Daher  wird 

3o’3o"  = 3o'  ® 1 + 3o"  ®". 

Da  jede  Spieglung  auch  den  Tangentialabstand  zweier  Kugeln 
invariant  läßt,  führen  wir  folgende  Verallgemeinerung  der  30 -Trans- 
formationen ein : 

Definition:  Jede  aus  einer  3o_  Transformation  und 
einer  Kollineation  33  der  Bewegungs-  und  Spieglungs- 
gruppe aufgebaute  Transformation  bezeichnen  wir  als 
allgemeine  ^-Transformation.  33  ist  stets  äquivalent  einer 
endlichen  Anzahl  aufeinanderfolgender  Spieglungen  an 
Ebenen. 

Die  Aufeinanderfolge  3’ 3 ’ zweier  3 "Transformationen  kann 
dann  stets  durch  eine  Folge  30’  93’  • 3o”  oder  wegen  6 3o  = 3o’  @ 
auch  durch  3o’ So”’  * 93  ersetzt  werden.  Daraus  folgt  aber: 

8’ 8”  = 31  + 3n. 

Die  3 -Transformationen  bilden  eine  Untergruppe  der 
g -Transformationen. 

Ferner  wissen  wir: 

Die  Dilatationen  und  die  konformen  Punkttransforma- 
tionen des  Raumes  bilden  Untergruppen. 
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Man  findet  auch  leicht  unmittelbar, daß  jede  Aufeinanderfolge  einer 
^-Transformation  und  einer  Dilatation  in  zwei  ^-Transformationen 
zerfällt,  die  durch  Spieglungen  aus  zwei  3o  " Transformationen 
hervorgehen,  deren  Hauptebenen  zu  der  Hauptebene  der  gegebenen 
30  - Transformation  symmetrisch  und  parallel  liegen  und  die 
denselben  Winkel  a wie  die  gegebene  haben. 

Die  3 " Transformationen  und  die  Dilatationen  bilden 
also  zusammen  eine  Untergruppe,  die  Gruppe  der 
äquilongen  Transformationen,  d.  h.  solcher  Transfor- 
mationen, die  den  Abstand  zweier  Flächenelemente 
einer  Ebene  ungeändert  lassen. 
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§ 5.  Entwicklung  der  $ -Transformationen 
aus  den  Berührungstransformationen 
der  Kugeln  eines  nichteuklidischen  Raumes. 

Herr  W.  Ludwig  bat  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen 
die  Gruppe  der  zweideutigen  Ebenenverwandtschaften  (£  unter- 
sucht, die  auf  einer  Kugel,  der  Grundkugel  <T,  Berührungs- 
transformationen der  Kreise  erzeugen,  die  durch  die  Ebenen 
in  <D  eingeschnitten  werden.  Von  diesen  Verwandtschaften  wird 
vorausgesetzt,  daß  sie  jeder  Tangentialebene  an  <p  eine  Ebene, 
jeder  anderen  Ebene  aber  zwei  Ebenen  zuordnen.  Die  gleiche 
Eigenschaft  sollen  die  inversen  Transformationen  (£_1  haben. 

Läßt  man  eine  Ebene  die  Berührungsebenen  einer  Fläche 
II.  Grades  durchlaufen,  die  längs  eines  Kreises  berührt,  so 
durchlaufen  die  beiden  entsprechenden  Ebenen  dazu  koliinear 
die  Tangentialebenen  je  einer  Fläche  II.  Grades,  die  die  <X>  eben- 
falls längs  eines  Kreises  berühren.  Nimmt  man  die  <D  gleich- 
zeitig als  absolute  Fläche  einer  nichteuklidischen  Maßbestimmung, 
so  sind  deren  Kugeln  die  der  umschriebenen  Flächen  II.  Grades. 
Man  kann  daher  (£  als  Berührungstransformation  der  Kugeln 
eines  nichteuklidischen  Raumes  charakterisieren. 

In  der  Abhandlung  1 benutzt  Herr  W.  Ludwig  eine  Ver- 
wandtschaft $3,  die  konformen  Abbildungen  des  nichteuklidischen 
Raumes  aus  denen  des  euklidischen  Raumes  herzuleiten.  33  ist 
dadurch  definiert,  daß  in  jeder  Durchmesserebene  einer  Haupt- 
kugel <|>  jedem  Punkt  X die  stenographischen  Bilder  derjenigen 
Punkte  von  <X>  zugeordnet  sind,  deren  Orthogonalprojektionen  X 
sein  kann.  33  führt  dann  die  auf  gegründete  nichteuklidische 

l)  W.  Ludwig  Projektive  Untersuchungen  über  die  Kreis- 
verwandtschaften der  nichteuklidischen  Geometrie  — Karlsruhe 
(Habilitationsschrift).  Ueber  den  Zusammenhang  der  Berührungs- 
transformationen der  Kreise  einer  Ebene  mit  den  konformen 
Abbildungen  des  Raumes  — Rendiconti  Matematico  di  Palermo, 
Band  23  (Abhandlung  1).  Zur  Theorie  der  Berührungstrans- 
formationen der  Kreise  in  einer  Ebene  mit  nichteuklidischer 
Maßbestimmung  — Rendiconti  Matematico  di  Palermo,  Band  26 
(Abhandlung  II). 
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Kugelgeometrie  in  die  euklidische  über,  während  33 ' 1 umgekehrt 
die  euklidische  in  die  nichteuklidische  Kugelgeometrie  überführt. 

Diese  Verwandtschaft  33  ist  daher  geeignet,  aus  den 
©-Transformationen  Berührungstransformationen  des  euklidischen 
Kugelraumes  herzuleiten.  Wir  brauchen  nämlich  nur  ein  und 
dieselbe  Kugel  <X>  als  Grundkugel  einer  ©-Transformation  und 
als  Hauptkugel  einer  Verwandtschaft  33  zu  nehmen.  Greifen  wir 
dann  irgendeine  Kugel  des  euklidischen  Raumes  heraus,  so  ent- 
spricht ihr  in  33 _1  eine  Kugel  des  nichteuklidischen  Raumes. 
Dieser  sind  in  © zwei  andere  nichteuklidische  Kugeln  zugeordnet, 
die  durch  33  in  euklidische  Kugeln  übergeführt  werden. 
33_1©33  ordnet  also  jeder  euklidischen  Kugel  andere  euklidischen 
Kugeln  zu  und  zwar  gehen  sich  berührende  Kugeln  wieder  in 
sich  berührende  Kugeln  über. 

Die  Untersuchung  dieser  Berührungstransformation  euklidi- 
scher Kugeln  wird  dadurch  erleichtert,  daß  jede  ©-Transformation 
auf  zwei  Arten  aus  einer  Kollineation  © der  Kugel  $ in  sich 
und  einer  „fundamentalen"  Transformation  ©0  zusammengesetzt 
werden  kann.  Diese  sind  dadurch  ausgezeichnet,  daß  die  Zu- 
ordnung zwischen  den  Tangentialebenen  der  <E>  und  der  aus  ihr 
durch  ©0  entstehenden  Fläche  O’  eine  Homologie  mit  in  bezug 
auf  O polaren  Hauptelementen  (Centrum  C,  Hauptebene  y, 
charakteristisches  Doppelverhältnis  v)  ist.  Um  eine  Ebene  g 
durch  ©0  zu  transformieren,  sucht  man  die  ihr  in  ent- 
sprechende Ebene  g”  und  legt  längs  des  Kegelschnitts  (O’Xs"). 
den  Tangentialkegel  an  <J>\  Dieser  schneidet  <I>  in  zwei  Kreisen, 
deren  Ebenen  g];  g2  der  Ebene  g durch  ©0  zugeordnet  sind  Die 
Ebenen  g,  g”,  gj,g2  bilden  ein  Büschel,  dessen  Achse  in  y liegt. 

Es  erweist  sich  zweckmäßig,  neben  ©0  die  Transformation 
©0’=  © ©0  = ©o  © ztrbetrachten,  wobei  ©die  involutorische  Homologie 
mit  den  Hauptelementen  C,  y bedeuten  soll  und  daher  <X>  in  sich 
selbst  überführt. 

Ein  Punkt  X als  Ebenenerzeugnis  geht  durch  ©0  in  eine 
der  O umschriebene  Fläche  II.  Grades  E über.  Ebenso 
geht  X durch  ©0’  in  eine  solche  Fläche  E’  über.  E,  3’  sind  in  © 
gepaart  und  gehören  dem  Büschel  (X , Y)  an.  Durch  33  gehen  £,  E* 
in  je  zwei  euklidischen  Kugeln  Ei,  S2  bezw.  Ei*H2'  über.  Da 
die  beiden  aus  einem  Punkte  durch  33  erhaltenen  Punkte  in  der 
auf  $ gegründeten  Transformation  3^0  durch  reziproke  Radien 
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gepaart  sind,  entsprechen  sowohl  Ei,  S2  als  auch  Ei*,  Sa*  in  3^0 
einander. 

Es  seien  P,  P*  zwei  in  (E  gepaarte  Punkte,  die  Orthogonal- 
projektionen zweier  Punkte  Q , Q’  der  <£>  auf  eine  Durchmesser- 
ebene.  Die  Schnittpunkte  Q,  Q 1 von  (P  Q X C Q)  bezw.  (P  Q’  X C Q) 
liegen  harmonisch  zu  C und  den  Durchstoßpunkt  C von  (yX  CQ). 
Andrerseits  sind  (E,  C harmonisch  getrennt  durch  Q und  den 
Durchstoßpunkt  Qx'  von  (<$  X C Q).  Q/  muß  also  nach  Qj  und 
dieser  nach  Q’  fallen.  Daher  x)  gehen  zwei  in  (E  gepaarte  Punkte 
durch  35  in  zwei  Paare  sich  in  der  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien,  deren  Hauptkugel  F (C  I x)  durch  33  aus  y entsteht, 
entsprechende  Punkte  über.  Da  35*1  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft ist,  so  ist  in  unsrer  Bezeichnungsweise: 

®-1$W  = 1Rr  + ftr<iR0  = yi0<Rr  + *Rr. 

Also  kann  man  bei  den  vier  Kugeln  E\,  Es,  Ei  S2’  die  Indizes 
so  wählen,  daß  Ei,  Ei*  und  Sa,  Sa*  in  3^r  gepaart  sind.  Sind 
ferner  Xlt  X2  die  Punkte,  die  X in  35  entsprechen,  sodaß  33  das 
nichteuklidische  Kugelbüschel  (X,y)  in  die  euklidischen  Kugel- 
büschel (X  x , T)  und  X 2 , T)  überführt,  so  gehören  Elf  Ei  dem 
Büschel  (X,  , T),  H2  S2’  dem  Büschel  (X2,  r)  an.  Die  Mitten  der 
Kugeln  Ei,  Ei',  T,  X,  bezw.  E2,  Sa',  T,  X2  liegen  daher  je  auf  einer 
Geraden.  Die  Mitten  der  Kugeln  Ei,  Ei\  Sa,  S2’  liegen  demnach 
in  einer  Ebene  8,  die  durch  X (oder  X1;  X2),  das  Zentrum  0 
von  <I>  und  das  Zentrum  C von  r bestimmt  ist. 

Die  Ebenen  ö1?  82,  die  der  Ebene  8 in  (E0  zugeordnet  sind, 
liegen  symmetrisch  zu  8 und  sind  in  (E  gepaart.  Daher  fallen  die 
Ebenen  8/,  82',  die  der  Ebene  8 in  (E0’=:(E0(E  entsprechen,  mit  82 
bezw.  81  zusammen.  In  35  entspricht  der  Ebene  81  = 82'  und  der 
Ebene  82  = 81'  je  eine  die  <E>  orthogonal  durchsetzende 
Kugel  A|=Aa’  bezw.  A2  = A|’,  während  8 als  Durchmesserebene 
von  <J>  durch  35  in  sich  selbst  übergeht.  Da  8r,  82  durch  die 
Schnittlinie  (8Xy)  laufen,  diese  durch  35  in  den  Kreis  (rX8) 
übergeht,  so  liegen  r,  8,  A(,A2  im  Büschel,  und  Ai,  A2  liegen 
symmetrisch  zu  8 und  sind  in  3tr  gepaart. 

Sind  X,,  X2  in  3^0  gepaarte  Punkte  der  Ebene  8,  A eine 
der  Kugeln,  die  der  Ebene  8 durch  33  '1  (E0  33  oder 
33~1(E'33  zugeordnet  sind,  so  entsprechen  diesen  Punkten 


*)  W.  Ludwig,  Habilitationsschrift,  Erster  Abschnitt  §2,2. 
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in  33"1  ®0  33  bezw.  33'1  ®0’  33  aus  dem  Kugel- 
büschel (Xl;r)  die  Kugeln  Ei  bezw.  E\  und  aus  dem 
Büschel  (X2,  r)  die  Kugeln  S2  bezw.  E’2>  die  A berühren. 

Hierauf  läßt  sich  eine  Konstruktion  dieser  Transformationen 
gründen,  die  mit  der  in  § 2 für  g0  angegebenen  übereinstimmt. 
Man  macht  dabei  die  Erfahrung,  daß  man  dieselben  Kugeln  auch 
den  Punkten  XnX2  zugeordnet  findet,  die  mit  Xx,X2  durch  3lr 
verbunden  sind. 

33_1(So33  und  ^'^o’  33  ordnen  daher  zusammen  den 
Punkten  XlfX2,  Xx,  X2,  die  aus  Xx  durch  1 , 3*0>  3ir,  3^0  3*r 
entstehen,  vier  Kugeln  Ei,  Sa,  Ei‘,  H2‘  zu?  die  aus  Et 
durch  1,  3*0,  3lr,  3^3^  hervorgehen. 

Bezeichnet  man  also  die  Verwandtschaft  zwischen  Xj  und  Ei 
durch  g0,  so  ist  die  Verwandtschaft  zwischen  X1  und  S2  durch  5o^o 
zu  symbolisieren,  und  man  hat: 

33-i  (So  33  = g0  + g0^0. 

Ebenso  liefert  ®0'  zwei  Transformationen  g0’  und  ^o’  3$0  derart,  daß 

33-1  (So’ 33  = g;  + g0’3l0. 

Dabei  ist  5o’  = So3lr,  d.  h.  $0  ist  die  verbundene  Transformation 
zu  g„. 

Wir  wollen  nun  nachprüfen,  ob  wir  jede  ^"Transformation 
aus  einer  (£0 -Transformation  erhalten  können. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  es  sei  eine  Kugel  <X>  gegeben. 
T sei  eine  zu  $ orthogonale  Kugel  und  diene  als  Hauptkugel 
einer  g0.  A sei  eine  der  dazu  gehörenden  Kugeln,  die  ebenfalls 
orthogonal  in  <I>  einschneiden.  Dann  geht  durch  33_t  die  Kugel  r 
in  eine  Ebene  y,  A in  eine  Ebene  8’  über,  nämlich  die  Polarebenen 
der  Mittelpunkte  C und  D der  Kugeln  r und  A bezüglich  <£. 

C und  y bestimmen  dann  (£0 -Transformationen  und  eine 
involutorische  Homologie  (S.  Unter  den  (S0 -Transformationen 
sind  zwei,  ®0*,  ®0”,  die  8'  überführen  in  die  Ebene  8 durch  C 
und  die  Schnittlinie  (yXö’)>  die  übrigens  auch  durch  das  Zentrum  0 
der  <J>  geht.  Es  sind  dies  die  beiden  ®0 -Transformationen,  die  <|>  in 
die  Fläche  II.  Grades  überführen,  welche  die  (J>  längs  des  Schnitt- 
kreises (yX$)  berührt  und  von  dem  Zylinder  umhüllt  wird,  der 
den  Schnittkreis  (8*X<I>)  au*  8 projiziert.  Es  ist  darum 
c0f  = eowC  und  C0"  = C0’<L 
Umgekehrt  entstehen  durch  Anwendung  von  33  zwei  §0 -Trans- 
formationen QV  und  g0”  = 3ftr,  für  die  F Hauptkugel 
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und  A eine  der  benötigten  Kugeln  ist;  also  ist  entweder  g0’  = go 
oder  g0”  = g0. 

Also  kann  man  bei  gegebener  Kugel  <£  zu  jeder  g0> 
deren  Hauptkugel  <I>  orthogonal  schneidet,  eine 
und  nur  eine  - Transformation  derart  finden, 
daß  <B-M£093  = g0  + So  *0. 

Ueberträgt  man  diese  Beziehung  auf  die  nichteukiidische 
Kugelgeometrie,  so  folgt,  da  33  durch  33'1  vollständig  aufgehoben 
wird  und  zwei  in  bezug  auf  <!>  inversen  Figuren  in  33"1  ein  und 
dieselbe  Figur  entspricht: 

So  = 55  So  23-1. 

Es  hat  also  jede  g 0 -Transformation,  die  man  durch 
irgendeine  Hauptkugel  r und  ihre  A-Kugeln  definiert, 
ihr  Gegenstück  in  jeder  nichteuklidischen  Maßbe- 
stimmung, deren  absolute  Fläche  eine  die  r orthogonal 
schneidende  Kugel  <!>  ist. 

Beispielsweise  gehen  die  in  § 3 besprochenen  Ausartungen 
und  besonderen  Fälle  von  g0 -Transformationen  aus  folgenden 
speziellen  ®0 -Transformationen  hervor: 

1.  führe  O in  den  Punkt  C über;  die  fundamentale 
©0 -Transformation  heißt  dann  eine  „einfache“  Transformation  ®*. 
Jede  Ebene  8 durch  C und  das  Zentrum  0 von  <I>  geht  durch  33' 1 
in  sich  selbst,  durch  in  die  beiden  Tangentialebenen  8i,  82 
über,  die  man  aus  der  Schnittlinie  (yX8)  an  <J>  legen  kann.  Diese 
Ebenen  führt  35  in  ihre  Berührungspunkte  über.  Die  einfachen 
® -Transformationen  liefern  also  die  einfachen  g-Transformationen. 

2.  sei  identisch  mit  ®.  Dann  entartet  ®0  zur  Identität, 
Co*  zu  (L  Ihnen  entsprechen  im  euklidischen  Kugelraum  die 
Identität  und  die  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

3.  Die  Hauptebene  y der  berühre  <£>.  Die  Hauptkugel  F 
schrumpft  dann  zu  dem  Berührungspunkte  C zusammen.  Wir 
haben  den  gall  der  g0 -Transformationen. 

4.  Die  Hauptebene  y gehe  durch  das  Zentrum  0 der  <D.  Sie 
entspricht  dann  sowohl  in  35  als  in  ®0  sich  selbst,  ist  also  auch 
Hauptkugel  der  zugehörigen  g0.  Die  Ebenen  8 durch  0 senk- 
recht y entsprechen  in  33'1  sich  selbst,  in  ®0  entsprechen  ihnen 
zwei  Ebenen  durch  das  Zentrum  0,  sodaß  durch  35  jede  in  sich 
transformiert  wird.  In  diesem  Fall  werden  uns  also  die  30 -Trans- 
formationen geliefert. 
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Die  allgemeinen  ©-Transformationen  iibertiagen  wir  auf  den 
euklidischen  Raum,  indem  wir  beachten,  daß  jede  ©-Transformation 
als  Aequivalent  einer  Folge  5)  ©0  betrachtet  werden  darf,  wobei 
die  Kollineation  $)  der  <I>  in  sich  stets  aus  höchstens  vier 
involutorischen  Homologien  ©1;  ©2,  ©3,  ©4  der  cf)  in  sich  aufgebaut 
werden  kann.  Nimmt  man  noch  hinzu,  daß  33  33'1  die  Identität 
ist,  so  kann  man : 

33'1  © 33  =.  33'1  ©!  33  • 33'1  ©,  33  • 33'1  ©3  33  • 33' 1 ©4  33  • 33'1  ©0  33 

setzen.  Wir  wissen  aber,  daß  33'1  ©i  33  - -f-  3^  $R0  ist*  Einem 

Punkt  entsprechen  also  in  33'1  ©i  33*  zwei  in  <K0  gepaarte  Punkte; 
sie  spielen  daher  für  33'1  ©2  33  die  Rolle  eines  einzigen  Punktes 
und  liefern  wieder  zwei  in  gepaarte  Punkte.  Dasselbe  gilt 
für  33' 1 ©3  33  und  33'1©4  33.  33' 1 2)  33  transformiert  also  jeden 

Punkt  genau  so,  wie  3I0  + 3l0  3i0,  wobei  3I0  eine  konforme  Punkt- 
transformation bedeutet,  die  sich  aus  höchstens  vierTransformationen 
durch  reziproke  Radien  mit  zu  <I>  orthogonalen  Inversionskugeln 
zusammensetzt.  Die  beiden  so  erhaltenen  Punkte  dürfen  aber 
für  33' 1 ©o  33  durch  einen  von  ihnen  ersetzt  werden,  sodaß  schließlich : 

33-M£$  = StoSo  + 3 ~ S’- 

Jede  ©-Transformation  erzeugt  also  eine  5 "Transformation.  Diese 
setzt  sich  aus  einer  ^"Transformation,  deren  Hauptkugel  die 
Grundkugel  <i>  der  ©-Transformation  orthogonal  schneidet,  und 
einer  konformen  Abbildung  des  Raumes  zusammen,  die  die 
Kugel  <])  invariant  läßt.  Solche  -Transformationen  seien  durch 
bezeichnet.  Da  die  auf  <D  gegründeten  ©-Transformationen  eine 
Gruppe  bilden,  folgt: 

Alle  5cl>  "Transformationen  bilden  eine  Gruppe. 

Diese  Gruppe  enthält  offenbar  nicht  alle  ^-Transformationen. 
Aber  man  kann  jede  g -Transformation  aus  den  Transformationen 
dieser  Gruppe  erhalten,  da  man  jede,  reelle  oder  imaginäre,  Kugel 
durch  eine  geeignete  Transformation  durch  reziproke  Radien  in 
eine  zu  <f>  orthogonale  Kugel  verwandeln  kann. 

Da  Herr  W.  L u dwig  in  der  Abhandlung  I gezeigt  hat,  daß 
durch  Anwendung  von  33'1  auf  eine  konforme  Punktfransformation  31 
des  euklidischen  Raumes  die  konformen  Verwandtschaften  des 
nichteuklidischen  Raumes  erhalten  werden,  dessen  absolute  Fläche 
die  Hauptkugel  <|>  der  33  ist,  so  müssen  sich  alle  Transformationen 
der  33  *5  33'1-Gruppe  durch  die  zur  Grundkugel  <I>  gehörigen 
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und(S-Transformationen  zusammensetzen  lassen.  Und  diese  Gruppe 
enthält  auch  alle  möglichen  aus  den  und  (£■ -Transformationen 
zu  bildenden  Transformationen,  da  jeder  <£-  und  (^-Transformation 
eine  ^"Transformation  entspricht. 

Die  Berührungstransformationen  der  einer  Kugel  <E> 
umschriebenen  Flächen  II.  Grades,  die  sich  aus  den 
zu  T>  gehörigen  ^3-  und  (£ -Transformationen  aufbauen 
lassen,  bilden  daher  eine  Gruppe  von  derselben 
Mächtigkeit  wie  die  Gruppe  der  Berührungstrans- 
formationen der  Kugeln  im  euklidischen  Raum. 


Schlußbetrachtung. 

Die  Untersuchungen,  die  von  dem  Studium  ganz  spezieller 
Berührungstransformationen  der  Kugeln  ausgehen,  führen  zu 
allgemeinen  Berührungstransformationen  5 der  Kugeln,  die 
sich  aus  gewissen  unter  ihnen  befindlichen  „fundamentalen“ 
Transformationen  go  und  einer  konformen  Punktabbildung  des 
Raumes  zusammensetzen.  Die  fundamentalen  Transformationen 
werden  durch  ihren  Mittelpunkt  C und  zwei  Konstanten  a,  r0 
bestimmt.  Es  gibt  daher  oo5  ^-Transformationen.  Zu  jeder 
kann  eine  der  oo10  konformen  Abbildungen  hinzutreten. 

Damit  zwei  ^-Transformationen  identisch  sind,  müssen  die 
fundamentalen  Transformationen  identisch  oder  doch  wenigstens 
„verbundene“  Transformationen  sein,  und  die  konformen 
Abbildungen  stimmen  überein  oder  sind  höchstens  durch  die  auf 
die  Hauptkugel  der  fundamentalen  Transformationen  gegründeten 
Transformation  durch  reziproke  Radien  unterschieden. 

Wir  haben  also  oo15  Berührungstransformationen  5 der  Kugeln 
gefunden;  sie  bilden  eine  Gruppe. 
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Untergruppen  sind : 

1.  die  Gruppe  der  oo 10  konformen  Punkttransformationen, 

2.  die  Gruppe  der  Dilatationen, 

3.  die  Gruppe  der  3"Transformationen,  die  sich  aus 
den  oo4  — durch  die  Hauptebene  y und  den  Winkel  a 
charakterisierten  — „fundamentalen“  3 -Transformationen  und 
einer  der  oo6  Transformationen  der  Bewegungs-  und  Spieglungs- 
gruppe zusammensetzen. 

Dilatationen  und  3-Transformationen  bilden  zusammen 

4.  die  Gruppe  der  äquilongen  Transformationen,  die 
in  gewissem  Sinn  der  Gruppe  der  konformen  Transformationen 
dual  gegenübersteht.1) 

Bekanntlich  gibt  es  gerade  oo15  Berührungstransformationen, 
die  gleichzeitig  Kugeltransformationen  sind.2) 

Die  g - Transformationen  erzeugen  darum  alle 
Berührungstransformationen,  die  Kugeln  in  Kugeln 
verwandeln;  es  sei  denn,  daß  es  eine  Schar  von 
Berührungstransformationen  der  Kugeln  gibt,  deren 
Wiederholungen  erst  g-Transformatiopen  sind. 

Unter  diesem  Vorbehalte  ist  zugleich  gezeigt: 

Jede  Berührungstransformation  der  Kugeln  muß  sich 
aus  höchstens  zweideutigen  Zuordnungen  der  Kugeln 
aufbauen  lassen. 


!)  vergl.  die  citierten  Arbeiten  von  Laguerre  und 
A.  Loehrl,  Ueber  konforme  und  äquilonge  Transformationen 
im  Raume  — Dissertation,  München,  1908.  Ueber  die  äquilonge 
Gruppe  in  der  Ebene  und  deren  Dualität  zu  den  konformen 
Abbildungen  in  der  Ebene  vergleiche  G.  Scheffers,  Isogonal- 
kurven, Aequitangentialkurven  und  komplexe  Zahlen  — Mathe- 
matische Annalen,  LX.  Band,  1904. 

2)  F.  Klein,  Einleitung  in  die  höhere  Geometrie,  Vor- 
lesungen — Göttingen  1892/3,  1.  Teil,  Seite  485. 
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